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1 序　論

ケーブル部材は大空間構造を実現する上で，重
要な構造要素である．しかし，はりや柱などの構
造要素に比べて，作用する荷重によりその形状が
大きく変化する非常にフレキシブルな構造要素で
あることと，荷重が作用するまでその形状が確定
しないという設計や施工，構造解析を行う上で，
他の構造要素に比べて大きく異なる性質を持って
いる．このため，応力解析の他に所定の荷重状態
での形状決定が重要な問題になる．
ここで，ケーブル要素の全ポテンシャルエネル
ギーの汎関数を修正して，少ない自由度で解析可
能なケーブル要素が提案されている．そこで，本
研究では，更新型ラグランジュの手法を適用し，少
ない要素で解析可能なケーブル要素を提案する．
また，ケーブル構造は，圧縮荷重に抵抗できな
いため，初期張力を導入して，想定される荷重の
元で，軸力が喪失しないように設計する．すなわ
ち，ケーブル交点の座標，ケーブル長を決める必
要がある．これは形状決定の問題と呼ばれ，通常
は構造解析とは別の手法を用いて解かれる．本研
究では初期張力や自重の作用下で，ケーブル交点
での軸力が等しくなる条件をラグランジュの未定
定数法により，構造全体の全ポテンシャルエネル
ギー式に含めることで，形状決定の問題を解くこ
とができることを提案する．ここで，軸力が等し
い状態は，滑車を介してケーブルが接続されてい
ることに等価であるので，初期張力や自重の作用
下での交点の座標，ケーブル長を通常の構造解析
の手法で求めている．
以上のような特徴を持つ，本研究で提案する要
素端部に滑車を有するケーブル要素を用いて，以
下のことに関して検討する．

(1) 本研究のケーブル要素は，少ない要素数で
解析可能であることを数値計算により示す．

(2) ケーブル要素の剛性方程式を求めるための
積分において，積分区間内に特異点のある
場合に対応した数値積分方法を考える．

(3) 滑車を有するケーブル要素により，ケーブ
ル構造において軸力一定の元での形状決定
ができることを数値計算により示す．

(4) さらに，形状決定後に滑車を固定し，構造解
析を行えるようにプログラムを修正し，そ
の有効性を示す．

2 ケーブル要素

いま，ケーブル要素は，ケーブルに沿った単位
長さ当たり qの分布荷重と集中荷重Qが作用して
平衡状態にあるものとする．このときのケーブル
に生じている軸力をN とする．この状態のケーブ
ルにさらに分布荷重∆qと集中荷重∆Qが作用し
たときの平衡状態を考える．このときのケーブル
要素の平衡状態は，次の汎関数の停留条件として
得られる．

ΠC =
∫ l

0

{
−∆N2

2EA
+ [(Fx + ∆Fx)− (N + ∆N)]

}
dx

+
[
{(N + ∆N)− nx(Q + ∆Q)}T ∆u

]l

0
(1)

ここで，(N+∆N)は軸力ベクトルであり，ケーブ
ル要素内の平衡方程式 (N +∆N),x = −(q +∆q)
を満足した次式を用いる．

(N + ∆N) = (c + ∆c)−
∫ x

0
(q + ∆q)dx (2)

また，増分前後のケーブルの単位接線ベクトルを
それぞれ e, e∗とする．

3 数値積分

本研究のケーブル要素の剛性方程式の被積分関
数には，軸力N やN + ∆N の逆数が含まれてい
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図–1 自重作用下でのケーブルの軸力とその逆数
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図–2 滑車を有するケーブル

る．図 1には代表的なケーブル部材の自重による
軸力とその逆数を示している．両支点間の距離に
比べてケーブル長が長い場合には，ケーブル途中
での軸力が小さくなり，その逆数の値は，非常に
大きな値になる．したがって，数値積分を正確に
行うために積分方法に工夫を要する．
このような被積分関数の値が大きく変動する積
分方法には，種々の数値積分方法が考案されてい
るが，ここでは，比較的簡単な方法として，軸力
の逆数が最大になる点と，変曲点を積分区間の区
切りとし，それぞれの積分区間内を通常の数値積
分法により求める．
軸力の逆数が極値となる位置と変曲点の位置は
以下の条件を満足した点である．

• qT e = 0となる位置で，軸力の逆数は最大
となる．

• 軸力の逆数の変曲点は，qT e = ±q/
√

3とな
る位置にある (等分布荷重の場合)．

なお，qは分布荷重の大きさであり，q =
√

(qT q)
である．

4 滑車を有するケーブル要素

図–2のように，ケーブル (h), (i), (j)が節点 I,

J に取り付けられた滑車を介して接続されたケー
ブルの系を考える．滑車を介して接続されたケー
ブルの軸力は，滑車の摩擦がなければ滑車部で等
しくなるので，この条件を汎関数に含めることに
より，滑車を表現できる．各ケーブル要素の汎関
数をΠ(h)

C , Π(i)
C , Π(j)

C とすると，滑車を有するケー
ブルの汎関数は次のように表される．

ΠC = Π(h)
C + Π(i)

C + Π(j)
C

+ ∆ũI{(N (h)
I +∆N

(h)
I )− (N (i)

I +∆N
(i)
I )}

+ ∆ũJ{(N (i)
J +∆N

(i)
J )− (N (j)

J +∆N
(j)
J )}　(3)

ここで，∆ũI , ∆ũJは，ラグランジュの未定係数で
あるが，汎関数が停留したときには，それぞれ滑
車を有する節点 IとJのケーブルの滑り変位を表し
ている．この変位は，ケーブルに沿ったx軸方向の
変位を正としている．また，式中の (N (h)

I +∆N
(h)
I )

は，要素 (h)の節点 Iでの軸力を表している．
これより，要素の両端に滑車のある一般的な場

合のケーブル要素の汎関数は次のように表される．

Π̃C = ΠC + [∆ũ(N + ∆N)]l0 (4)

5 数値計算例

5.1 非常に大きくたわんだケーブルの解析

非常にたわんだ状態のケーブルの計算例を図 3
に示す．ここでは，伸び剛性 EA = 150MN，分
布荷重 q=50N/m，ケーブルの無応力長が l=100m
の場合について，2要素でモデル化を行い，分布荷
重が作用した状態での形状を計算し，この状態の
ケーブルの最下点に，さらに水平荷重Pを，0.5kN,
1.0kN, 2.0kN, 5.0kNと順次載荷したときのケー
ブルの変形状態を解析した結果を示している．こ
の図より P=0.5kNのケーブル形状のように一本
のケーブルが弛緩に近い状態になっていても少な
い自由度で計算が行えている．ただし，剛性方程
式内の積分を正確に行う必要があり，この計算例
では，同図 (b)のようにP=0.5kNのケーブルが折
れ曲がった部分で軸力の逆数が不連続な関数にな
るため，台形則のような低次の数値積分法を用い
て，ケーブル要素を多くの区間に分割して積分す
る必要がある．この計算例では，45分割すると解
が得られた.しかし，図の結果は，200分割したと
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図–3 大きくたわんだケーブル

きのものである．ここで，本研究が提案する軸力
の逆数が極値と変曲点になる位置において分割す
る積分方法により，個々の積分区間内を 6点のガ
ウス積分により数値積分を行うと，解を得ること
ができた．なお，積分区間内は，節点 1-2のケー
ブルが 2区間，節点 2-3のケーブルが 4区間になっ
ている．

5.2 ケーブルトラス

ケーブルトラスの計算例を図 4に示す．ケーブ
ルトラスの初期形状は示しているように，直線部
材で表し,中央に近づくにつれて上弦ケーブルと下
弦ケーブルの間隔が狭くなっている．このケーブ
ルトラスは，節点 1，14，15，27，31，44，45，57
が固定支持，節点 14，27，44，57には滑車が取り
付けられ，この滑車を固定支持している．ただし，
滑車のずれ変位は拘束されていない．節点 28，29
と 58，59は，節点 14，27と 44,57での主ケーブル
のずれ変位を許容させるためと，構造全体の反力
を与えるための節点である．また，節点30，60，61
から 64はハンガーケーブルのずれ変位と反力を与
えるための節点である．ケーブルトラス内の節点 2
から 13と節点 16から 26，および，節点 32から 43
と節点 46から 56は，滑車内を主ケーブルとハン
ガーケーブルの両方が自由に滑り変位可能な状態
になっている．すなわち，このトラスケーブルは 4
本の主ケーブルと 6本のハンガーケーブルが結合

されることなく滑車により形成されている．なお，
このケーブルのヤング係数は E=140GN/m2，主
ケーブルの断面積は，A = 758.0mm2，ハンガー
ケーブルの断面積は，39.4mm2である．
図 5(a)は，節点 30，60，61から 64に取り付

けたローラー支承に初期張力として集中荷重Pを
作用させ，さらに，ケーブルトラスの自重を作用
させたときの変形図である．このとき，初期張力
による変形図を破線，自重による変形図を実線で
示す．
ここで，プレストレスとケーブルトラス中央部

のたわみの関係について調べる．図 5(b)は，横
軸にプレストレスの大きさ，縦軸に，初期形状の
座標位置を基準として，下弦ケーブル中央の節点
21の変位を示したものである．プレストレスの増
加によって，ケーブルトラスのたわみが抑制され，
その抑制量は，増加にしたがって少なくなってい
くことが分かる．
この計算例のように，全ての節点が滑車で構成

されているようなケーブル構造を考えると，軸力
がケーブル全体に均等に作用するので，想定外の
荷重によるケーブルの弛緩を避けることができる．
また，プレストレスに対するたわみ抑制の効果を
調べることにより，例えばスパンに対するたわみ
の量が制限されている場合に，どれくらいの初期
張力を与えれば良いかを知ることができる．
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　　　 (a) 等分布荷重による変形 　 (b) プレストレスとたわみの関係

図–5 滑車を有するケーブルトラス

5.3 ケーブルドーム

図 6のようなケーブルドームの解析を行う．こ
のケーブルドームの平面形状は対角の長さが 200m

の楕円形である．このドーム全体が 16/100の勾配
を持つ．ケーブルはドーム面の対角方向にそれぞ
れ 14本，計 28本とし，ケーブル間隔を 8.5mとす
る．また，このケーブルドームに用いれられてい
るケーブルの断面諸元は，直径 80mmの構造用ス
パイラルロープ（1× 169 : 破断荷重 5429kN）を
使用しており，断面積 Aを 3450mm2，ヤング係
数を 140.0GPaとして計算している．ここで，こ
のケーブルドームに初期張力を与えるため図中で
4と示している節点を鉛直方向にだけ移動可能な
ローラー支承とし，鉛直荷重P=60kNを作用させ
る．そのときの変形図を図 7(a)に示す．この状態
で，28本全てのケーブルには張力 58kNが作用し
ている．さらに，このケーブルドームは実際，膜

を張り空気圧によって屋根を持ち上げるケーブル
補強空気膜構造である．ここでは，空気圧の代わ
りに上向きの等分布荷重 q=315.0N/mを作用させ
ている．比較として節点を剛結したケーブルドー
ムの解析を図 7(b)に示す．
ここで，節点を滑車とした場合と節点を剛結し

た場合の軸力分布を調べる．図8は，ケーブルドー
ム中央部において交差する x方向と y方向 2本の
ケーブルの滑車有りと節点剛結についての軸力分
布を示す．図 8(a)の滑車有りの軸力分布は，滑
らかな曲線を示している．つまり，ケーブルドー
ムに，一様な初期張力が作用していることに他な
らない．また，節点を剛結した軸力分布である図
8(b)を見てもらうと，節点間において軸力が等し
くないため図のようなグラフを示している．滑車
有りの場合に比べて，大きな軸力がケーブルに作
用していることがいえる．
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図–6 ケーブルドーム

以上のことから，節点を滑車とすることにより，
ケーブルドームにほぼ均一な軸力が伝わるような
ケーブル長を得ることができたことにより，形状
決定をすることができたといえる．ここで，さら
に本研究の目的でもある形状決定後の解析を行う．
まず，形状決定のために取り付けられた滑車の滑
り変位を拘束，つまり節点を剛結する．その後荷
重を増加することにより，ケーブル構造がどのよ
うな形状を示すかを調べる．ここで例として，形
状決定後に先ほどのケーブルドームに空気圧とし
て与えた上向きの等分布荷重が 200%の場合につ
いて解析する．空気圧が 200%の場合についての
形状を図 9(a)に示す．空気圧が 200%になったこ
とによる形状の変化はほとんど見られなかった．
　ここで，空気圧が 200%になったことによって，
ケーブルドームの軸力がどのように変化している
かを調べる．図 9(b)は，ケーブルドーム中央部に
おいて交差する x方向と y方向 2本のケーブルの
軸力分布を示す．形状決定が行われていることに
よって，空気圧の変化に対しても軸力分布は滑ら
かな曲線を示している．

6 結　論

数値計算により，以下のような結論を得た．

(1) 剛性方程式の積分を正確に行えば，少ない
自由度で，大きくたわんだ状態のケーブル
の解析が行えることが分かった．また，直
線ケーブル要素による解析では，一つの要
素で大きなケーブル長を扱えないことから，

滑車部での滑り変位に制限が加えられるが，
本報告でのケーブル要素にはこのような滑
り変位の制限が緩和される．

(2) 積分区間内に特異点のある積分を，被積分
関数である軸力の逆数が最大になる点と変
曲点で自動的に積分区間を分割する方法に
より，効率的に正確な積分結果を得ること
ができた．

(3) 軸力一定の元での形状決定に対して，滑車
を有するケーブル要素を用いることで対応
できることを数値計算により，その妥当性
と有効性を示した．また，初期張力を調整
することにより，ケーブル構造のたわみを
知ることができ，たわみが制限されている
形状決定にも有効であることが分かった．
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図–7 ケーブルドームの変形
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図–8 ケーブルドームの軸力分布
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図–9 ケーブルドームの形状決定後の解析
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