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1. はじめに 

土構造物の設計では変形や極限状態に着目するこ

とが多く，弾塑性変形解析はその有用なツールであ

る．しかし，弾塑性解析は極限状態の近傍で解が発

散・振動し，極限状態での解析精度が著しく低下す

るといった問題がある．よって，従来の設計では変

形と安定性を分離し，変形に関しては弾性（弾塑性）

変形解析，安定性に関しては極限平衡法を用いてき

た．しかし，変形から安定までを統一的に解析でき

ればその工学的意義は大きい．本研究では極限状態

に至るまで安定した変形解析を実施するために，非

線形方程式の解法に弧長法，応力状態の評価方法に

Radial Return Mapping を適用し，弾塑性変形解析プ

ログラムを開発した．更に，土・水連成弾塑性圧密

変形解析に拡張する方法を提案し，そのプログラム

の開発を行った． 

 

2. 弧長法および Radial Return Mapping 

2.1. 弧長法 

 一般的な増分型の平衡方程式は， 

  (2.1) ∆ = ∆K u f
と表される．このとき荷重増分 は既知であり，

剛性マトリクスK により変位増分 が解かれる．

一方，弧長法は荷重増分を， 

∆f
∆u

  (2.2) λ∆ = ∆f fref

のように，荷重の方向 f とその大きさ に分解す

る．したがって，弧長法による平衡方程式は， 
ref λ∆

  (2.3) λ∆ = ∆K u fref

となる．このとき比例荷重係数 は未知であるた

め，荷重増分 も未知となる．弧長法による平衡

方程式は未知数が方程式より 1 つ多くなるため，こ

れを解くには次式の制約条件が必要となる．  

λ∆

∆f

  (2.4) λ∆ ∆ =u( , ) 0S

ここで，制約条件は変位増分と比例荷重係数に課せ

られる．式(2.3)と式(2.4)を連立して解くことで，変

位増分および荷重増分が同時に解かれる．弧長法は

荷重－変位に「1 対 1」関係が喪失する場合でも，安

定した解析が可能である． 

 

2.2. Radial Return Mapping 

Radial Return Mapping は繰返し計算過程や収束点

において応力が降伏関数を満足し，かつ全ひずみ増

分を合理的に弾性成分と塑性成分に分離する計算ス

キームである．本研究では Drucker-Prager 降伏関数

を用いている． 
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図 1 フローチャート 

 図 1 はある増分計算における変位増分から応力及

び弾性ひずみ，塑性ひずみの増分を定めるアルゴリ

ズムを示している．Radial Return Mapping は試行計

算における変位増分の与え方に依らずに収束点にお

いては常に正解であることを保証する点で優れてい



る．各増分計算における力のつり合いは弧長法を用

いて解析する． 

 

3. 弾塑性変形解析 

3.1. 弾塑性平衡方程式 

 弧長法による弾塑性平衡方程式を次に示す． 

  (3.1) λ∆ = ∆K u fref

  (3.2) λ∆ ∆ =u( , ) 0S
上式の妥当性について，極限支持力解析を行い，

Prandtl の解と比較することで検討する． 

 

3.2. 極限支持力解析 

 解析に用いたメッシュは，縦 20m×横 30m，600

要素であり，8 節点要素を用いた．地盤上に基礎幅

3m の帯基礎を載荷した（図 2）．地盤定数はヤング

係数 E=10MPa，ポアソン比ν=0.3，粘着力 c=10kPa

であり，せん断抵抗角φを 0°，10°，20°に変化

させて，自重なし，平面ひずみ条件で解析を行った． 
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    図 2 有限要素メッシュ 

 図 3 に荷重－変位関係を示す．図下の表は本解析

および Prandtl の極限支持力である．図より荷重と変

位に「1 対 1」関係が喪失する場合でも，安定した解

析が可能であることが分かる．また，表より本解析

による極限支持力は Prandtl の解と良く一致してお

り，精度の高い解析が行われていることが分かる． 

 図 4 に基礎中央（図 2 の黒ハッチ部）での応力経

路を示す．図中の黒線は Drucker-Prager 降伏関数で

ある．図では応力が弾性限界に達した後に極限状態

まで降伏関数上を移動している．これは荷重の載荷

によって徐々に地盤の破壊域が拡大することと，摩

擦則に従う地盤材料では荷重の載荷によって応力が

増加すると共に，せん断強度の増加が生じることに

因る．Radial Return Mapping を適用したことで厳密

な解析が可能になった． 
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   図 3 荷重－変位関係  
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   図 4 応力経路 

 図 5 にφ=0°およびφ=20°の極限状態でのひず

み分布図を示す．図中の白線は Prandtl が仮定したす

べり線である．図より Prandtl の仮定したすべり線と

本解析による破壊形態は良く一致している．また，

せん断抵抗角の増加に伴い破壊形態も拡大すること

が分かる．以上より本解析手法による弾塑性変形解

析の妥当性が確認された． 
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図 5 極限状態でのひずみ分布図 

4. 土・水連成弾塑性圧密変形解析 

4.1. 圧密方程式 

本研究では Biot の多次元圧密方程式を基に，弾塑

性変形解析で用いた方法を拡張し，土・水連成弾塑

性圧密変形解析プログラムを開発した．盛土の構築

問題のように荷重載荷から一定放置による圧密問題

までを解析できるように，弧長法の拡張・定式化を

行った．その圧密方程式を次に示す． 

( )
( ) rt

r n

t
t

λ
λ θ

 − ∆     = ∆   − − ∆ ∆      

K C u f
C H p Hp 

np
n

(4.1) 

  (4.2) ( , , ) 0S λ∆ ∆ =u p
式(4.1)は土骨格の平衡方程式と水の浸透方程式を連

立させた形式になっており，これを土・水連成と呼

ぶ．時間に対しては差分法を適用し，間隙水圧

にはθ法を適用した． 

( )tp

  (4.3) 1(1 ) n nθ θ θ+= − + = ∆ +p p p p
ここで，∆ = とした．式(4.2)は制約条件で

あり，変位増分 ，間隙水圧増分 ，比例時間係

数 に課せられる．時間増分 に対して比例時

間係数を適用しており，荷重一定放置 の圧密

問題に対しても解析が可能である．ここで，式(4.1)，

(4.2)を弧長法による圧密方程式と定義する．方程式

の妥当性については一次元弾性圧密解析を行い，

Terzaghi の理論解と比較することで検討する． 

1n+ −p p p
∆u ∆p

1=λ rt∆

=f 0

 

4.2. 一次元弾性圧密解析 

 解析で用いたメッシュは縦 9m×横 1m，9 要素で

あり，変位 8 節点（●），水圧 4 節点（○）の複合要

素を用いた（図 6）．地盤定数はヤング係数 E=10MkPa，

ポアソン比ν=0.3，透水係数はレキ，砂，シルトを

想定し，平面ひずみ条件で解析を行った．初期間隙

水圧 100kPa を与えて，間隙水圧の消散過程について

考察を行う． 
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 図 6 有限要素メッシュ 
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             図 7 間隙水圧の経時変化 

図 7 に間隙水圧の経時変化を示す．離散値が解析



結果であり，実線が Terzaghi の理論解である．解析

結果はモデル底面からの高さ 0.5m でのものである．

図より本解析は理論解とよく一致している．また，

透水係数が小さくなる程，初期間隙水圧が完全に消

散するまでの所要時間が長く，実際の挙動をうまく

表現していると考えられる．よって，本解析手法に

よる圧密方程式の妥当性が確認された． 

 

4.3. 平面ひずみ供試体のせん断試験 

 ここでは平面ひずみ供試体のせん断試験シミュレ

ーションを行った．解析で用いたメッシュは縦 1m

×横 1m，49 要素であり，変位 8 節点（●），水圧 4

節点（○）の複合要素を用いた（図 8）．排水条件に

ついては図に示す．なお，図中の 4 および 46 は解析

結果を出力した要素番号である．地盤定数はヤング

係数 E=10MkPa，ポアソン比ν=0.3，粘着力 c=10kPa，

せん断抵抗角φ=0°，透水係数はシルトを想定，平

面ひずみ条件で解析を行った． 
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 図 8 有限要素メッシュ 

図 9 に応力経路，図 10 に体積ひずみ－せん断ひず

み関係を示す．図 9 中の黒線は Drucker-Prager の降

伏関数である．図 9 より排水境界から遠い No4 要素

は非排水的な挙動を示し，排水境界に近い No46 要

素は排水的な挙動を示している．図 10 においても

No4 要素は，はじめは間隙水が荷重を受け持つため

非圧縮性を示しているが，No46 要素は弾性圧縮して

いる．よって，土・水連成解析の挙動は間隙水の排

水・非排水の影響を受けるため，供試体内の要素性

が喪失すると考えられる．以上より，解析結果は実

際の挙動をうまく表現していると考えられる． 
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 図 9 応力経路 
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図 10 体積ひずみ－せん断ひずみ関係 

5. まとめ 

 本研究では弧長法および Radial Return Mapping

を適用した弾塑性変形解析および土・水連成圧密変

形解析プログラムの開発を行い，その妥当性につい

て理論解と比較することで確認した．一方，土水連

成圧密解析の要素試験シミュレーションにおいて，

せん断抵抗角φ＝0°の場合は良好な解析結果を得

るが，せん断抵抗角が大きい場合は有意義な解を得

ることが出来なかった．土水連成圧密解析は汎用性

について問題が残されており，今後の課題である． 
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